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“构造法”在求数列通项中的应用

武汉市吴家山中学   刘忠君

由递推公式求数列的通项公式是数列中的常见题型，也是高考考查的热点问题。“大纲”中对递推数列规定的教学目标是“了解递推公式是给出数列的一种方法，并能根据递推公式写出数列的前几项”，但从近几年的高考试题中对递推数列的考查来看，其考查目标远在于教学目标。由于此类问题的解法很多，技巧性较强，特别是对运算能力、归纳猜想能力、类比转化能力、以及运用数学知识分析和解决数学问题的能力要求较高，故而成为学习中的一大难点。本文介绍一种构造“新数列”求原数列通项的方法，思路自然，简捷实用，可给人耳目一新的感觉。
一、型如[image: image691.jpg]
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为常数且[image: image3.wmf]0
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¹

，[image: image4.wmf]1
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)的数列，其本身并不是等差或等比数列，但可以经过适当的变形后，即可构造出一个新数列，利用这个数列可求其通项公式。

 1、[image: image5.wmf]()
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 ([image: image6.wmf]q

为常数)，可构造等比数列求解。

例1、已知数列[image: image7.wmf]}
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例2、已知数列[image: image18.wmf]{}

n

a
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注：一般地，递推关系式[image: image30.wmf]1
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 (p、q为常数，且p≠0，p≠1)可等价地改写成[image: image31.wmf])
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2、[image: image34.wmf]()

fn

为等比数列，可构造等差数列、等比数列求解。如[image: image35.wmf]()
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的形式求解。
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。
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例4、已知数列[image: image54.wmf]{}
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例3、已知数列[image: image65.wmf]{
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例5. 已知b≠0，b≠±1，[image: image83.png]“ =TT



[image: image84.png]


，写出用n和b表示an的通项公式。

解：将已知递推式两边乘以[image: image85.png](1+&)"



，得[image: image86.png](1+8)a, = b(1+5)™"
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，又设[image: image88.png]=(1+8)"a,




，于是，原递推式化为[image: image89.png]et
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，仿类型三，可解得[image: image90.png]by
P
A-5)1+8)



，故[image: image91.png]by
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3、[image: image92.wmf]()
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为等差数列，如[image: image93.wmf]1
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型递推式，可构造等比数列求解。

例5、已知数列[image: image94.wmf]{}
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∴[image: image110.wmf]{}
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注：此例通过引入一些尚待确定的系数，转化命题结构，经过变形与比较，把问题转化成基本数列（等差或等比数列）求解。

例6、在数列
中，[image: image114.wmf]1
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。
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比较系数可得：A=－6，B=9，令[image: image119.wmf]nn
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，故
。

 4、[image: image124.wmf]()
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为非等差、非等比数列，可构造等差、等比数列求解。

法一、构造等差数列求解：

例7、在数列[image: image125.wmf]{
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。
例8、在数列{an}中，
，求通项
。
解：由条件可得：[image: image133.wmf]2
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法二、构造等比数列求解：

例9、已知数列[image: image136.wmf]{}
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的复合数列，可先构造等差数列或等比数列，再用叠加法、叠乘法、迭代法等方法求解。

例1、⑴在数列[image: image152.wmf]}
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⑵在数列[image: image157.wmf]{
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例2、已知数列[image: image179.wmf]{}
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三、一些较为特殊的数列，可利用“取倒数”的方法构造等差数列或等比数列求解。

例1、已知数列[image: image197.wmf]}
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），，求[image: image201.wmf]n

a

。

解：由已知，得[image: image202.wmf]1

1

11

1

n

nnn

a

aaa

+

+

==+

，设[image: image203.wmf]1

n

n

b

a

=

，则[image: image204.wmf]1

1

+

=

+

n

n

b

b

，故[image: image205.wmf]{}

n

b

是以[image: image206.wmf]1

1

1

1

a

b

==

为首项，1为公差的等差数列，∴[image: image207.wmf]n

n

b

n

=

-

+

=

)

1

(

1

，即[image: image208.wmf]n

b

a

n

n

1

1

=

=

。

例2、已知数列
，其中
，且
，求通项a n。
解：由条件得：
，设[image: image209.wmf]n

n

a

b

1

=

，则
，
令[image: image210.wmf]1

1

23(2)

nn

n

n

bb

ll

+

+

+=-+

·

·

，解得[image: image211.wmf]1

5

l

=-

，于是有[image: image212.wmf]1

1

11

23(2)

55

nn

n

n

bb

+

+

-=--

·

·

，

∴数列[image: image213.wmf]2

{}

5

n

n

b

-

是一个以[image: image214.wmf]1

23

55

b

-=

为首项，公比是－3的等比数列，

∴[image: image215.wmf]1

13

2(3)

55

nn

n

b

-

-=-

·

，即[image: image216.wmf]11

2(3)

55

nn

n

b

=--

·

，代入bn＝[image: image217.wmf]1

n

a

，得
。

例3、设正数数列[image: image218.wmf]}

{

n

a

（[image: image219.wmf]nN

Î

）满足：[image: image220.wmf]2

-

n

n

a

a

[image: image221.wmf]2

1

-

-

-

n

n

a

a

=[image: image222.wmf]1

2

-

n

a

[image: image223.wmf])

2

(

³

n

，

且[image: image224.wmf]1

1

0

=

=

a

a

，求[image: image225.wmf]}

{

n

a

的通项公式.

解：将原式两边同除以[image: image226.wmf]2

1

-

-

n

n

a

a

整理得：[image: image227.wmf]1

2

2

1

1

=

-

-

-

-

n

n

n

n

a

a

a

a

，设[image: image228.wmf]n

b

=[image: image229.wmf]1

-

n

n

a

a

，

则[image: image230.wmf]1

21

n

n

bb

-

=+

，故有[image: image231.wmf]1

1

2(1)

n

n

bb

-

+

=+

，又[image: image232.wmf]1

12

b

+=

，∴数列[image: image233.wmf]1}

{

n

b

+

是首项为2，公比为2的等比数列，∴[image: image234.wmf]12

n

n

b

+=

，即[image: image235.wmf]1

-

n

n

a

a

=[image: image236.wmf]1

2

-

n

，∴[image: image237.wmf]2

1

(21)

n

n

n

a

a

-

=-

（[image: image238.wmf]nN

Î

），

逐项相乘得：[image: image239.wmf]n

a

=[image: image240.wmf]2

)

1

2

(

-

[image: image241.wmf]2

2

2

)

1

2

(

)

1

2

(

-

×

×

-

×

n

L

，考虑到[image: image242.wmf]1

0

=

a

，

故 [image: image243.wmf]2222

1                                       

     (0)
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n

n

n

a

n
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L
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例4、若数列[image: image244.wmf]}

{

n

a

中，[image: image245.wmf]1

1

a

=

，[image: image246.wmf]n

S

是数列[image: image247.wmf]}

{

n

a

的前[image: image248.wmf]n

项之和，且[image: image249.wmf]n

n

n

S

S

S

4

3

1

+

=

+

（n[image: image250.wmf]1

³

），求数列[image: image251.wmf]}

{

n

a

的通项公式是[image: image252.wmf]n

a

.

解：由[image: image253.wmf]n

n

n

S

S

S

4

3

1

+

=

+

，得[image: image254.wmf]4

1

3

1

1

+

×

=

+

n

n

S

S

，令[image: image255.wmf])

1

(

3

1

1

l

l

+

=

+

+

n

n

S

S

，

则有[image: image256.wmf]2

=

l

，故[image: image257.wmf])

2

1

(

3

2

1

1

+

=

+

+

n

n

S

S

，∴数列{[image: image258.wmf]2

1

+

n

S

}是以[image: image259.wmf]3

2

1

1

=

+

S

为首项，3为公比的等比数列，∴[image: image260.wmf]2

1

+

n

S

=[image: image261.wmf]n

n

3

3

3

1

=

×

-

，∴[image: image262.wmf]1

3

1

-

=

n

n

S

，当n[image: image263.wmf]2

³

时，由[image: image264.wmf]1
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n

aSS

-
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（[image: image265.wmf]2

n

³

）

得[image: image266.wmf]12
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n

n
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=-=
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，∴[image: image267.wmf]2

1                          (1)
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四、对某些特殊的数列，可利用特征方程构造等差数列或等比数列求解。

如满足[image: image268.wmf]1

n

n

n

AaB

a

CaD

+

+

=

+

（A，B，C，D为常数，且[image: image269.wmf]0,0

CADBC

¹-¹

）的数列，可令特征方程为[image: image270.wmf]AxB

CxD

x

+

+

=

，变形为[image: image271.wmf]2

()0

CxDAxB

+--=

，若方程有二异根[image: image272.wmf],

ab

，则可令[image: image273.wmf]1

1

nn

nn

aa

c

aa

aa

bb

+

+

--

=×
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（[image: image274.wmf]c

为待定常数），则数列[image: image275.wmf]n

n

a

a

a

b

-

-

ìü

íý

îþ

是首项为[image: image276.wmf]1

1

a

a

a

b

-

-

，公比为[image: image277.wmf]c

的等比数列；若方程有二重根[image: image278.wmf]ab

=

，则可令[image: image279.wmf]1

11

nn

aa

c

aa

+

=

--

+

（[image: image280.wmf]c

为待定常数），则数列[image: image281.wmf]1

n

a

a

-

ìü

íý

îþ

是首项为[image: image282.wmf]1

n

a

a

-

，公差为[image: image283.wmf]c

的等差数列。然后代入[image: image284.wmf]12

,

aa

的值可求得[image: image285.wmf]c

值，于是可求得[image: image286.wmf]n

a

。

例1、已知数列[image: image287.wmf]{}

n

a

满足[image: image288.wmf]1

1

1

2

2,(2)

21

n

n

n

a

aan

a

-

-

+

==³

+

，求数列[image: image289.wmf]{}

n

a

的通项[image: image290.wmf]n

a

。

解：令[image: image291.wmf]2

21

x

x

x

+

=

+

，化简得[image: image292.wmf]2

220

x

-=

，解得[image: image293.wmf]12

1,1

xx

==-

，令[image: image294.wmf]1

1

11
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nn

aa

c
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+

+
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=×
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，

   由[image: image295.wmf]1

2

a

=

，得[image: image296.wmf]2

4

5

a

=

，可得[image: image297.wmf]1

3

c

=-

，∴数列[image: image298.wmf]1

1

n

n

a

a

ìü

-

íý

+

îþ

是以[image: image299.wmf]1

1

1

1

13

a

a

-

=

+

为首项，以[image: image300.wmf]1

3

-

为公比的等比数列，[image: image301.wmf]1

1

11

133

n

n

n

a

a

-

-

æö

=×-

ç÷

+

èø

，解得[image: image302.wmf]3(1)

3(1)
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n
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a

--

=

+-

。

例2、已知数列[image: image303.wmf]{}

n

a

满足[image: image304.wmf]*

11

21

2,()

46

n

n

n

a

aanN

a

+

-

==Î

+

，求数列[image: image305.wmf]{}

n

a

的通项[image: image306.wmf]n

a


解：令[image: image307.wmf]21

46

x

x

x

-

=

+

，即[image: image308.wmf]2

4410

xx

++=

，解得[image: image309.wmf]12

1

2

xx

==-

，令[image: image310.wmf]1

11

11

22

nn

c

aa

+

=+

++

，由[image: image311.wmf]1

2,

a

=

得[image: image312.wmf]2

3

14

a

=

，求得[image: image313.wmf]1

c

=

，∴数列[image: image314.wmf]1

1

2

{}

n

a

+

是以[image: image315.wmf]1

12

1

5

2

a

=

+

为首项，以[image: image316.wmf]1

为公差的等差数列，∴[image: image317.wmf]123

(1)1

1

55

2

n

nn

a

=+-×=-

+

，故[image: image318.wmf]135

106

n

n

a

n

-

=

-

。
注：令[image: image319.wmf]21

()

46

x

fx

x

-

=

+

，则方程[image: image320.wmf]21

46

x

x

x

-

=

+

的根，即为函数[image: image321.wmf]()

fx

的不动点（满足[image: image322.wmf]()

fxx

=

的值[image: image323.wmf]x

叫做函数[image: image324.wmf]()

fx

的不动点），因此，“特征根法”也叫“函数的不动点法”。

五、其它特殊数列的特殊构造方法

1、通过取对数来构造新的数列求解。
例1、若数列[image: image325.wmf]{}

n

a

中，[image: image326.wmf]1

a

=3且[image: image327.wmf]2

1

n

n

a

a

=

+

（n是正整数），则它的通项公式是[image: image328.wmf]n

a

=▁▁.

解  由题意知[image: image329.wmf]n

a

＞0，将[image: image330.wmf]2

1

n

n

a

a

=

+

两边取对数得[image: image331.wmf]n

n

a

a

lg

2

lg

1

=

+

，即[image: image332.wmf]2

lg

lg

1

=

+

n

n

a

a

，所以数列[image: image333.wmf]}

{lg

n

a

是以[image: image334.wmf]1

lg

a

=[image: image335.wmf]3

lg

为首项，公比为2的等比数列，[image: image336.wmf]1

2

1

1

3

lg

2

lg

lg

-

=

×

=

-

n

n

n

a

a

，即[image: image337.wmf]1

2

3

-

=

n

n

a

.

例2、设在数列[image: image338.wmf]{}

n

a

中，
，求[image: image339.wmf]{}

n

a

的通项公式。
解：将原式变形为
……①，
……②，
①÷②得：
，即
……③，
令
………④，则③式可化为[image: image340.wmf]1

2

n

n

b

b

+

=

，则数列{b n}是以

b1＝
为首项、公比为2的等比数列，于是
，代入④式得：
＝[image: image341.wmf]2

(21)

n

+

，

解得
。

2、通过换元来构造新的数列求解。

例3、数列[image: image342.wmf]{

}

n

a

中，[image: image343.wmf]1

1

=

a

，[image: image344.wmf](

)

n

n

n

a

a

a

24

1

4

1

16

1

1

+

+

+

=

+

。求[image: image345.wmf]n

a

。

分析：本题的难点是已知递推关系式中的[image: image346.wmf]n

a

24

1

+

较难处理，可构建新数列[image: image347.wmf]{

}

n

b

，令[image: image348.wmf]n

n

a

b

24

1

+

=

，这样就巧妙地去掉了根式，将通项进行转化，便于化简变形。

解：[image: image349.wmf]0

24

1

>

+

=

n

n

a

b

，则[image: image350.wmf]5

1

=

b

，[image: image351.wmf]n

n

a

b

24

1

2

+

=

 ，即[image: image352.wmf]24

1

2

-

=

n

n

b

a

，则原条件可化为[image: image353.wmf]22

1
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1
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，化简得[image: image354.wmf](

)

(

)

2

2

1

3

2

+

=

+

n

n

b

b

，即[image: image355.wmf]3

2

1

+

=

+

n

n

b

b

，

变形得[image: image356.wmf](

)

3

2

1

3

1

-

=

-

+

n

n

b

b

，∴数列[image: image357.wmf]{

}

3

-

n

b

 是以[image: image358.wmf]1

32

b

-=

为首项，[image: image359.wmf]1

2

为公比的等比数列，∴[image: image360.wmf]n

n

n

b

-

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ
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=

-

2

1

2

2

1

2

3

，即[image: image361.wmf]3

2
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-

n

n

b

，∴[image: image362.wmf]2
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1
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n

n

n

b
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例4、数列[image: image363.wmf]{

}

n

a

中，[image: image364.wmf]1

0

=

a

，[image: image365.wmf]1

2
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1

1
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-

-

+

=

n

n

n

a

a

a

  [image: image366.wmf](

)

N

n

Î

，求[image: image367.wmf]n

a

。

解：易知[image: image368.wmf]0

>

n

a

，构建新数列[image: image369.wmf]{

}

n

a

，使[image: image370.wmf]n

n

tg

a

a

=

，[image: image371.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

Î

2

,

0

p

a

n

，

则[image: image372.wmf]2

1

1
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1
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2

n

n
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n

n
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a

a
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-

-

--

-

+-

-

==

=

，∴[image: image373.wmf]2
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a

a

，由此可得[image: image374.wmf]2

1

-

=

n

n

a

a

。

又 [image: image375.wmf]1

0

=

a

，由已知求得[image: image376.wmf]8

1

2

1

p

tg

a

=

-
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 ，从而 [image: image377.wmf]8

1

p

a

=

，因此，新数列[image: image378.wmf]{

}

n

a

是以[image: image379.wmf]8

p

为首项，[image: image380.wmf]1

2

为公比的等比数列，∴[image: image381.wmf]1
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，故[image: image382.wmf]2

2

n

n
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。

注：此题利用递推式中含有[image: image383.wmf]p

及[image: image384.wmf]2

1

1

-

+

n

a

这两个信息，考虑进行三角代换，构建新数列[image: image385.wmf]{

}

n

a

，使[image: image386.wmf]n

n

tg

a

a

=

，从而化简递推关系式。一般地，对型如[image: image387.wmf]2

1

n

a

±

，[image: image388.wmf]n
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1

，[image: image389.wmf]1

1
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±

n

n

n

n

a

a

a

a

m

的类型都可采用三角代换。

3、通过构造函数求解。对于某些较复杂的递推式，通过分析结构，联想到与该递推式结构相同或相近的函数，构造函数求解。
例5、在数列
中，
，求通项[image: image390.wmf]n

a

。
解：题中所给递推式与公式
相似，故可构造函数求解。
设
，则
，同理，
，
，…，即[image: image391.wmf]00

33

1

axx

-
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，[image: image392.wmf]11

33
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axx
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，[image: image393.wmf]22
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，[image: image394.wmf]33
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axx
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，猜想[image: image395.wmf]11

33
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n
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，下面用数学归纳法加以证明（证明略）。
由于
即
，解得
，于是

。

    4、对于两个数列的复合问题，也可构造等差或等比数列求解。

例、在数列{[image: image396.wmf]n

a

}、{[image: image397.wmf]n

b

}中，[image: image398.wmf]11

1

ab

==

，且[image: image399.wmf]1
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（n∈[image: image400.wmf]N

+

），求{[image: image401.wmf]n

a

}、{[image: image402.wmf]n

b

}的通项公式。

解：构造新数列{[image: image403.wmf]nn

ab

l

+

}，则

[image: image404.wmf]11
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l
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+

=[image: image405.wmf](5)

n

a

l

+

+[image: image406.wmf](157)

n

b

l

+

=[image: image407.wmf]157
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，

令[image: image408.wmf]157
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注1：并不是任何数列都可以求出其通项的，能够求出通项的只是一些特殊的数列。例如数列1，1.4，1.41，1.414，……就没有通项公式；
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注3：数列是函数概念的继续和延伸，数列中数的有序性是数列定义的灵魂，要注意辨析数列中的项与数集中元素的异同，因此在研究数列问题时既要注意函数方法的普遍性，又要注意数列方法的特殊性。从上述各题构建新数列的过程中，可以看出对题设中递推式的观察、分析，并据其结构特点进行合理变形，是成功构建新数列的关键。构建新数列的目的是为了化繁为简、化未知为已知、化不熟悉为熟悉，这也是解答数学问题的共性之所在。
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2 利用配方法

有些递推关系式经“配方”后，可体现等差（比）的规律性。
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说明：递推关系式中含有二次项、一次项时可考虑用配方法，揭示规律，构造等差（比）数列。

3 利用因式分解

有些递推关系式经因式分解后，可体现等差（比）的规律性。

例4已知数列｛[image: image543.wmf]a
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分析:由已知递推关系式，若配方，则无法配成完全平方或完全平方项之和。因此考虑用因式分解化简，寻求更实质的关系。可变形为：[image: image551.wmf]a

n+1（[image: image552.wmf]a

n+1 +3）+3[image: image553.wmf]a

n - [image: image554.wmf]a

n[image: image555.wmf]a

n+1 +[image: image556.wmf]a

n（-2[image: image557.wmf]a

n）=0。

解：由已知有：[image: image558.wmf]a

n+1（[image: image559.wmf]a

n+1 +3）+3[image: image560.wmf]a

n - [image: image561.wmf]a

n[image: image562.wmf]a

n+1 +[image: image563.wmf]a

n（-2 [image: image564.wmf]a

n）=0

(（[image: image565.wmf]a

n+1 + [image: image566.wmf]a

n）[（[image: image567.wmf]a

n+1 + 3）-2[image: image568.wmf]a

n]=0，而[image: image569.wmf]a

n(0

( [image: image570.wmf]a

n+1 + 3 -2[image: image571.wmf]a

n=0，则利用待定常数法有（[image: image572.wmf]a

n+1 - 3）-2（[image: image573.wmf]a

n -3）=0

(数列{[image: image574.wmf]a

n -3}是以[image: image575.wmf]a

1-3=-2为首项，公比为2的等比数列。
([image: image576.wmf]a

n-3 =（-2）2n-1  即[image: image577.wmf]a

n = 3-2n 
说明：因式分解能达到化简的目的，使递推关系式简化，凸显规律性。
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分析：已知递推关系式是相邻三项之积且各项次数不同，则两边取对数后，可转化为加、减运算，即：2lg[image: image585.wmf]a

n-3lg[image: image586.wmf]a

n-1+ lg[image: image587.wmf]a

n-2=0,从而可构造等比数列。

解：由已知递推关系式两边取对数得：2lg[image: image588.wmf]a

n-3lg[image: image589.wmf]a

n-1+ lg[image: image590.wmf]a

n-2=0 （n(3）
    变形为：2（lg[image: image591.wmf]a

n-lg[image: image592.wmf]a

n-1）= lg[image: image593.wmf]a

n-1-lg[image: image594.wmf]a

n-2 （n(3）
    (数列{ lg[image: image595.wmf]a

n-lg[image: image596.wmf]a

n-1}（n(2）是以lg[image: image597.wmf]a

2-lg[image: image598.wmf]a

1 =1为首项，公比为[image: image599.wmf]2

1

的等比数列

    ( lg[image: image600.wmf]a

n-lg[image: image601.wmf]a

n-1=（[image: image602.wmf]2

1

）n-2 （n(2）
    ( lg[image: image603.wmf]a

n= lg[image: image604.wmf]a

1 + （lg[image: image605.wmf]a

2-lg[image: image606.wmf]a

1）+ （lg[image: image607.wmf]a

3-lg[image: image608.wmf]a

2）+…+（lg[image: image609.wmf]a

n-lg[image: image610.wmf]a

n-1）

          = lg1 + （[image: image611.wmf]2

1

）0 + （[image: image612.wmf]2

1

）1 + … + （[image: image613.wmf]2

1

）n-2
          =  [image: image614.wmf]2

1

1

)

2

1

(

1

1

-

-

-

n

=2 -（[image: image615.wmf]2

1

）n-2 （n(2）
     ( [image: image616.wmf]a

n = [image: image617.wmf]2

)

2

1

(

2

10

-

-

n

（n(2）,而当n=1时亦满足。
     ([image: image618.wmf]a

n = [image: image619.wmf]2

)

2

1

(

2

10

-

-

n

（n(1）
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5 利用倒数

有些数列的递推关系式，经取倒数变形后，显现出规律性，可构造等比（差）数列。
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说明：递推关系式中含有相邻两项之积与相邻两项之和的关系，可考虑取倒数（或化为分式），揭示规律，构造等比（差）数列。
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