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数列求通项、方法知多少？

求通项是数列中的常见题型．首先，我们要认识到，并不是任何数列都可以求出其通项的，能够求出通项的只是一些特殊的数列；其次，由于求数列通项的问题题型众多，且灵活多变，解题难度较大，因此要想求通项，就必须掌握最基本的类型和方法．本文依据高中数学教材，结合近几年的高考对数列部分的考试要求、考查类型，将数列求通项问题的常见类型和方法进行整理、归纳，形成系统，以期对同学们的学习有所帮助，达到触类旁通之目的．

1、观察法：观察法即通过观察各项的特点，观察数列中各项与其序号间的关系，分解各项中的变化部分与不变部分，再探索各项中变化部分与序号间的关系，从而归纳出构成规律，写出通项公式，此法的关键是找出各项与项数n的关系．
例1、根据数列的前4项，写出它的一个通项公式：
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解：（1）各项变形为：101－1，102―1，103―1，104―1，…，∴通项公式为[image: image17.wmf]1
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  （2）根据各项的特点，将各项变形为：[image: image18.wmf]2
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（4）观察各项的符号、分子、分母的特征，可得通项公式为[image: image28.wmf]1
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（5）偶数项为负，奇数项为正，故通项公式必含因子（-1）n+1，观察各项绝对值组成的数列，从第3项到第6项可见，分母分别由奇数7，9，11，13组成，而分子则是32+1，42+1，52+1，62+1，按此规律则第1、2两项可改写为[image: image29.wmf]1

2

1

1

2

+

+

，-[image: image30.wmf]1

2

2

1

2

2

+

´

+

，所以an=(-1)n+1·[image: image31.wmf]1

2

1

2

+

+

n

n

.
点拨：①数列可以看成一个定义在N*或它的有限子集{1，2，3，…，[image: image32.wmf]n

}上的函数，因此，对有穷数列而言，求通项时要注意项数[image: image33.wmf]n

的取值范围．例如数列1，2，3，4，5，6，7的通项公式是[image: image34.wmf]n
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）；②同一个数列的通项公式的形式不一定唯一．例如数列－1，1，－1，1，…，其通项公式为[image: image39.wmf](1)
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；③并不是每个数列都有通项公式．例如数列1，1.4，1.41，1.414，……就没有通项公式．
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解：（1）由题意得20；
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2、定义法：当已知数列为等差或等比数列时，可直接利用等差或等比数列的通项公式求解，此时只需求得首项及公差、公比即可．
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例2、已知数列{an}是公差为d的等差数列，数列{bn}是公比为q的(q∈R且q≠1)的等比数列，若函数f (x) = (x－1)2，且a1 = f (d－1)，a3 = f (d+1)，b1 = f (q+1)，b3 = f (q－1)，求数列{ a n }和{ b n }的通项公式．
解：(1)∵a1=f (d－1) = (d－2)2，a 3 = f (d+1)= d 2，∴a3－a1=d2－(d－2)2=2d，

∴d=2，∴an=a1+(n－1)d = 2(n－1)；又b1= f (q+1)= q2，b3 =f (q－1)=(q－2)2，
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 求解，但要注意先分n=1和[image: image85.wmf]2
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例2、数列[image: image103.wmf]{
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例1、已知数列6，9，14，21，30，…求此数列的一个通项．
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又由已知求得[image: image188.wmf]1
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，∴[image: image189.wmf](
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  点拨：由递推关系得，若[image: image190.wmf](
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是一常数，即可得[image: image191.wmf]{
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是一等差数列；若[image: image192.wmf]n
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非常数，而是关于[image: image193.wmf]n

的一个解析式，可以肯定数列[image: image194.wmf]n
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不是等差数列，将递推式中的[image: image195.wmf]n

分别用[image: image196.wmf]1
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，[image: image197.wmf]2
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，…，4，3，2代入得[image: image198.wmf]1
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个等式相加，目的是为了能使左边相互抵消得[image: image199.wmf]n
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，而右边往往可以转化为一个或几个特殊数列的和．

5、叠乘法：一般地，对于型如[image: image200.wmf]1

+

n

a

=[image: image201.wmf]f

(n)·[image: image202.wmf]n
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的类型，当[image: image203.wmf])
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的值可以求积时，宜采用此方法．

解题思路：由[image: image204.wmf](
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例1、在数列{an}中，[image: image209.wmf]1
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，[image: image210.wmf]1
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将这n－1个式子相乘化简得：[image: image217.wmf]）

1

(

1

+

=

n

n

a

n

．

例2、已知数列[image: image218.wmf]{}
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满足[image: image219.wmf]11
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，

，求数列[image: image220.wmf]{}
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的通项公式．

解：因为[image: image221.wmf]11
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所以数列[image: image227.wmf]{}
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的通项公式为[image: image228.wmf](1)
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点拨：本题解题的关键是把递推关系[image: image229.wmf]1
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转化为[image: image230.wmf]1
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的通项公式．

6、递推法（迭代法）：

例1、已知数列[image: image233.wmf]{

}

n

a

中，[image: image234.wmf]11
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解：由已知，得[image: image236.wmf](
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例2、设数列[image: image238.wmf]{
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是首项为1的正项数列，且[image: image239.wmf](
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解：由题意知[image: image240.wmf]1
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法一：[image: image246.wmf]121
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法二：[image: image248.wmf]1
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法三：由[image: image250.wmf]1
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点拨：解法一是迭代法，这是通法；解法二是叠乘法，适合由条件[image: image254.wmf](
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求通项的题型；解法三是构造法，根据条件特点构造特殊数列求通项，技巧性较强，体现了转化思想.

例3、已知数列[image: image255.wmf]{
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与[image: image258.wmf]n
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例4、已知数列[image: image271.wmf]}
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解：由已知，得（两边除以[image: image274.wmf]1
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7、待定系数法：
例1、设数列[image: image282.wmf]}
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c

的各项是一个等差数列与一个等比数列对应项的和，若c1=2，c2=4，c3=7，c4=12，求[image: image283.wmf]n
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故所求通项公式为[image: image287.wmf]1
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例2、已知数列１，２，４，…的前[image: image288.wmf]n

项的和为[image: image289.wmf]32
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，求[image: image290.wmf]n
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解析：[image: image291.wmf]1
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（[image: image304.wmf]n
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点拨：用待定系数法解题时，常先假定其通项或前n项和为某一多项式．一般地，若数列[image: image305.wmf]}
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为等差数列：则[image: image306.wmf]c
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8、构造法：型如a n+1=pa n+f(n) (p为常数且p≠0， p≠1)的数列，其本身并不是等差或等比数列，但可以经过适当的变形，构造出一个新的数列为等差或等比数列，从而利用这个数列求其通项公式．
 (1)f(n)= q (q为常数)
例1、已知数列[image: image311.wmf]}
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例2、已知数列[image: image322.wmf]{}
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点拨：一般地，递推关系式a n+1=pa n+q (p、q为常数，且p≠0，p≠1)可等价地改写成
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(2) f(n)为等比数列，如f(n)= q n (q为常数) ，两边同除以q n，得[image: image337.wmf]1
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令[image: image338.wmf]n
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例3、已知数列{a n}中，a1=[image: image339.wmf]6
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例4、已知数列[image: image347.wmf]{}
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是以[image: image354.wmf]1

2

2

2

a

1

1

=

=

为首项，以[image: image355.wmf]2

3

为公差的等差数列， ∴[image: image356.wmf]3

1(1)

22

n

n

a

n

=+-

， 故[image: image357.wmf]31

()2

22

n

n

an

=-

．

(3) f(n)为等差数列，如[image: image358.wmf]1

nn

aAaBnC

+

=++

型递推式，可构造等比数列求解．
例5、已知数列[image: image359.wmf]{}

n

a

满足[image: image360.wmf]1

1

=

a

，[image: image361.wmf]1

1

21

2

nn

aan

-

=+-

（[image: image362.wmf]2

n

³

），求[image: image363.png]


．

解：令[image: image364.wmf]nn

baAnB

=++

，则[image: image365.wmf]nn

abAnB

=--

，∴[image: image366.wmf]11

(1)

nn

abAnB

--

=---

，代入已知条件，

得[image: image367.wmf]1

1

[(1)]21

2

nn

bAnBbAnBn

-

--=---+-

，即[image: image368.wmf]1

1111

(2)(1)

2222

nn

bbAnAB

-

=++++-

，

令[image: image369.wmf]20

2

A

+=

，[image: image370.wmf]10

22

AB

+-=

，解得A=－4，B=6，所以[image: image371.wmf]1

1

2

nn

bb

-

=

，且[image: image372.wmf]46

nn

ban

=-+

，

∴[image: image373.wmf]{}

n

b

是以3为首项、以[image: image374.wmf]1

2

为公比的等比数列，故[image: image375.wmf]1

3

2

n

n

b

-

=

，故[image: image376.wmf]1

3

46

2

n

n

an

-

=+-

．
点拨：此例通过引入一些尚待确定的系数，转化命题结构，经过变形与比较，把问题转化成基本数列（等差或等比数列）求解．

例6、在数列
中，[image: image377.wmf]1

3

2

a

=

，[image: image378.wmf]1

263

nn

aan

-

-=-

，求通项
．
解：由[image: image379.wmf]1

263

nn

aan

-

-=-

，得[image: image380.wmf]1

11

(63)

22

nn

aan

-

=+-

，令[image: image381.wmf]1

1

[(1)]

2

nn

aAnBaAnB

-

++=+-+

，

比较系数可得：A=－6，B=9，令[image: image382.wmf]nn

baAnB

=++

，则有[image: image383.wmf]1

1

2

nn

bb

-

=

，又[image: image384.wmf]11

9

2

baAB

=

=++

，∴[image: image385.wmf]{}

n

b

是首项为[image: image386.wmf]9

2

，公比为
的等比数列，所以
，故
．

 (4) f(n)为非等差数列，非等比数列

法一、构造等差数列法

例7、在数列[image: image387.wmf]{

}

n

a

中，[image: image388.wmf]1

11

2(2)2()

nn

nn

aaan

lll

+*

+

==++-Î

N

，

，其中[image: image389.wmf]0

l

>

，求数列[image: image390.wmf]{

}

n

a

的通项公式．

解：由条件可得[image: image391.wmf]1

1

1

22

1

nn

nn

nn

aa

llll

+

+

+

æöæö

-=-+

ç÷ç÷

èøèø

，∴数列[image: image392.wmf]2

n

n

n

a

ll

ìü

ïï

æö

-

íý

ç÷

èø

ïï

îþ

是首项为0，公差为1的等差数列，故[image: image393.wmf]2

1

n

n

n

a

n

ll

æö

-=-

ç÷

èø

，∴[image: image394.wmf](1)2

nn

n

an

l

=-+

．
例8、在数列{an}中，
，求通项
．
解：由条件可得：[image: image395.wmf]1

2

(1)(2)(1)

nn

aa

nnnn

+

=+

+++

，∴数列[image: image396.wmf]{}

(1)

n

a

nn

+

是首项为[image: image397.wmf]1

3

(11)12

a

=

+

×

、公差为2的等差数列，∴
．

法二、构造等比数列法

例9、已知数列[image: image398.wmf]{}

n

a

满足[image: image399.wmf]1

1

a

=

，[image: image400.wmf]1

3524

n

nn

aa

+

=+´+

，求数列[image: image401.wmf]{}

n

a

的通项公式．

解：设[image: image402.wmf]1

1

23(2)

nn

nn

axyaxy

+

+

+´+=+´+

，将已知条件代入此式，整理后得

[image: image403.wmf](52)24323

nn

xyxy

+´++=´+

，令[image: image404.wmf]523

43

xx

yy

+=

ì

í

+=

î

，解得[image: image405.wmf]5

2

x

y

=

ì

í

=

î

，

 ∴有[image: image406.wmf]1

1

5223(522)

nn

nn

aa

+

+

+´+=+´+

，又[image: image407.wmf]1

1

522112130

a

+´+=+=¹

，

且[image: image408.wmf]5220

n

n

a

+´+¹

，故数列[image: image409.wmf]{522}

n

n

a

+´+

是以[image: image410.wmf]1

1

52211213

a

+´+=+=

为首项，以3为公比的等比数列，∴[image: image411.wmf]1

522133

nn

n

a

-

+´+=´

，故[image: image412.wmf]1

133522

nn

n

a

-

=´-´-

．

例10、设在数列{a n}中，
，求{a n}的通项公式．
解：将原式变形为
……①，
……②，
①÷②得：
，即
……③，
令
………④，则③式可化为[image: image413.wmf]1

2

n

n

b

b

+

=

，则数列{b n}是以

b1＝
为首项、公比为2的等比数列，于是
，代入④式得：
＝[image: image414.wmf]2

(21)

n

+

，

解得
．

例11、已知数列
，其中
，且
，求通项a n．
解：由条件得
，设bn＝
，则
，
令[image: image415.wmf]1

1

23(2)

nn

nn

bb

ll

+

+

+=-+

·

·

，解得[image: image416.wmf]1

5

l

=-

，于是有[image: image417.wmf]1

1

11

23(2)

55

nn

nn

bb

+

+

-=--

·

·

，

∴数列[image: image418.wmf]1

{2}

5

n

n

b

-

·

是一个以[image: image419.wmf]1

1

13

2

55

b

-=

·

为首项，公比是－3的等比数列，

∴[image: image420.wmf]1

13

2(3)

55

nn

n

b

-

-=-

·

，即[image: image421.wmf]11

2(3)

55

nn

n

b

=--

·

，代入bn＝[image: image422.wmf]1

n

a

，得
．
例12、⑴在数列[image: image423.wmf]}

{

n

a

中，[image: image424.wmf]1

2

a

=

，[image: image425.wmf]2

3

a

=

，[image: image426.wmf]21

32

n

nn

aaa

++

=×-×

，求[image: image427.wmf]n

a

；

⑵在数列[image: image428.wmf]{

}

n

a

中，[image: image429.wmf]1

1

a

=

，[image: image430.wmf]2

2

a

=

，[image: image431.wmf]21

21

33

nnn

aaa

++

=+

，求[image: image432.wmf]n

a

．

解：⑴由条件[image: image433.wmf],

2

3

1

2

n

n

n

a

a

a

×

-

×

=

+

+

 ∴[image: image434.wmf]),

(

2

1

1

2

n

n

n

n

a

a

a

a

-

=

-

+

+

+

故[image: image435.wmf]1

21

2

n

nn

aa

-

++

-=

，再叠加法可得：[image: image436.wmf]22

2

2(12)

21

12

n

n

n

aa

-

-

=+=-

-

；

⑵由条件可得[image: image437.wmf]211

1

()

3

nnnn

aaaa

+++

-=--

，∴ 数列[image: image438.wmf]1

{}

nn

aa

+

-

是以[image: image439.wmf]1

1

2

=

-

a

a

为首项，以[image: image440.wmf]1

3

-

为公比的等比数列，∴[image: image441.wmf]1

1

)

3

1

(

-

+

-

=

-

n

n

n

a

a

，

故[image: image442.wmf]n

a

=[image: image443.wmf]1

1

2

2

1

1

)

(

)

(

)

(

a

a

a

a

a

a

a

n

n

n

n

+

-

+

×

×

×

+

-

+

-

-

-

-

=[image: image444.wmf]+

-

-

2

)

3

1

(

n

[image: image445.wmf]+

-

-

3

)

3

1

(

n

…[image: image446.wmf]1

1

)

3

1

(

+

+

-

=[image: image447.wmf]3

1

1

)

3

1

(

1

1

+

-

-

-

n

=[image: image448.wmf]1

]

)

3

1

(

1

[

4

3

1

+

-

-

-

n

= [image: image449.wmf]1

)

3

1

(

4

3

4

7

-

-

-

n

．

点拨：形如[image: image450.wmf]0

)

,

(

1

2

=

+

+

n

n

n

a

a

a

f

，

的复合数列，可把复合数列转化为等差数列或等比数列，再用其它初等方法求得[image: image451.wmf]n

a

．
9、归纳猜想：如果给出了数列的前几项或能求出数列的前几项，我们可以根据前几项的规律，归纳猜想出数列的通项公式，然后再用数学归纳法证明之．
例1、已知点的序列[image: image452.wmf]*

),

0

,

(

N

n

x

A

n

n

Î

，其中[image: image453.wmf]0

1

=

x

，[image: image454.wmf])

0

(

2

>

=

a

a

x

，[image: image455.wmf]3

A

是线段[image: image456.wmf]2

1

A

A

的中点，[image: image457.wmf]4

A

是线段[image: image458.wmf]3

2

A

A

的中点，…，[image: image459.wmf]n

A

是线段[image: image460.wmf]1

2

-

-

n

n

A

A

的中点，…，⑴写出[image: image461.wmf]n

x

与[image: image462.wmf]2

1

,

-

-

n

n

x

x

之间的关系式（[image: image463.wmf]3

³

n

）；⑵设[image: image464.wmf]n

n

n

x

x

a

-

=

+

1

，计算[image: image465.wmf]3

2

1

,

,

a

a

a

，由此推测[image: image466.wmf]{

}

n

a

的通项公式，并加以证明．

解：（1）∵ [image: image467.wmf]n

A

是线段[image: image468.wmf]3

2

-

-

n

n

A

A

的中点， ∴[image: image469.wmf]12

(3)

2

nn

n

xx

xn

--

+

=³

；

（2）由题意，得[image: image470.wmf]a

a

x

x

a

=

-

=

-

=

0

1

2

1

，

[image: image471.wmf]21

2322

2

xx

axxx

+

=-=-

=[image: image472.wmf]21

11

()

22

xxa

--=-

，[image: image473.wmf]32

3433

2

xx

axxx

+

=-=-

=[image: image474.wmf]32

11

()

24

xxa

--=

，

猜想[image: image475.wmf]*)

(

)

2

1

(

1

N

n

a

a

n

n

Î

-

=

-

，下面用数学归纳法证明：

（1）当n=1时，[image: image476.wmf]a

a

=

1

显然成立；

（2）假设n=k时命题成立，即[image: image477.wmf]*)

(

)

2

1

(

1

N

k

a

a

k

k

Î

-

=

-

，则当n=k+1时，[image: image478.wmf]k

k

k

k

k

k

x

x

x

x

x

a

-

+

=

-

=

+

+

+

+

2

1

1

2

1

=[image: image479.wmf]k

k

k

a

x

x

2

1

)

(

2

1

1

-

=

-

-

+

=[image: image480.wmf]1

111

()()()

222

kk

aa

-

--=-

，

∴ 当n=k+1时命题也成立，故命题对任意[image: image481.wmf]*

N

n

Î

都成立．

例2 、已知数列[image: image482.wmf]{}

n

a

满足[image: image483.wmf]1

8

9

a

=

，[image: image484.wmf]1

22

8(1)

(21)(23)

nn

n

aa

nn

+

+

=+

++

，求通项[image: image485.wmf]n

a

．

解：由已知可求得[image: image486.wmf]2

24

25

a

=

，[image: image487.wmf]3

48

49

a

=

，[image: image488.wmf]4

80

81

a

=

，由此可猜测[image: image489.wmf]2

2

(21)1

(21)

n

n

a

n

+-

=

+

，下面数学归纳法证明这个结论：（1）当[image: image490.wmf]1

n

=

时，[image: image491.wmf]1

8

9

a

=

，所以等式成立；

（2）假设当[image: image492.wmf]nk

=

时等式成立，即[image: image493.wmf]2

2

(21)1

(21)

k

k

k

a

+-

+

=

，则当[image: image494.wmf]1

nk

=+

时，

[image: image495.wmf]22

1

8(1)

(21)(23)

kk

k

kk

aa

+

+

++

=+

[image: image496.wmf]2

222

(21)18(1)

(21)(21)(23)

kk

kkk

+-+

+

+++

==


[image: image497.wmf]22

22

(23)1[2(1)1]1

(23)[2(1)1]

kk

kk

+-++-

=

+++

=

，故当[image: image498.wmf]1

nk

=+

时等式也成立．

由（1），（2）可知，等式对任何[image: image499.wmf]*

nN

Î

都成立．

10、倒数法：形如[image: image500.wmf]11

( ,  , )0

nnnn

faaaa

--

=

的关系，可在等式两边同乘以[image: image501.wmf]1

1

nn

aa

-

，先求出[image: image502.wmf]1

n

a

，再求出[image: image503.wmf]n

a

．
例1、已知数列[image: image504.wmf]}

{

n

a

中，[image: image505.wmf]1

1

=

a

，[image: image506.wmf]1

1

+

=

+

n

n

n

a

a

a

（[image: image507.wmf]N

n

Î

），，求[image: image508.wmf]n

a

．

解：由已知，得[image: image509.wmf]1

1

11

1

n

nnn

a

aaa

+

+

==+

，设[image: image510.wmf]1

n

n

b

a

=

，则[image: image511.wmf]1

1

+

=

+

n

n

b

b

，故[image: image512.wmf]{}

n

b

是以[image: image513.wmf]1

1

1

1

a

b

==

为首项，1为公差的等差数列，∴[image: image514.wmf]n

n

b

n

=

-

+

=

)

1

(

1

，即[image: image515.wmf]n

b

a

n

n

1

1

=

=

．
例2、设数列[image: image516.wmf]}

{

n

a

满足[image: image517.wmf],

2

1

=

a

[image: image518.wmf]1

3

n

n

n

a

a

a

+

=

+

（[image: image519.wmf]*

nN

Î

），求[image: image520.wmf]n

a

．

解：由已知得[image: image521.wmf]1

13

1

nn

aa

+

=+

，故有[image: image522.wmf]1

1111

3)

22

nn

aa

+

+=+

（

，∴[image: image523.wmf]1

11

3

2

n

n

a

-

+=

，∴[image: image524.wmf]1

2

231

n

n

a

-

=

´-

．

例3、设正数数列[image: image525.wmf]}

{

n

a

（[image: image526.wmf]nN

Î

）满足：[image: image527.wmf]2

-

n

n

a

a

[image: image528.wmf]2

1

-

-

-

n

n

a

a

=[image: image529.wmf]1

2

-

n

a

[image: image530.wmf])

2

(

³

n

，

且[image: image531.wmf]1

1

0

=

=

a

a

，求[image: image532.wmf]}

{

n

a

的通项公式.

解：将原式两边同除以[image: image533.wmf]2

1

-

-

n

n

a

a

整理得：[image: image534.wmf]1

2

2

1

1

=

-

-

-

-

n

n

n

n

a

a

a

a

，设[image: image535.wmf]n

b

=[image: image536.wmf]1

-

n

n

a

a

，

则[image: image537.wmf]1

21

n

n

bb

-

=+

，故有[image: image538.wmf]1

1

2(1)

n

n

bb

-

+

=+

，又[image: image539.wmf]1

12

b

+=

，∴数列[image: image540.wmf]1}

{

n

b

+

是首项为2，公比为2的等比数列，∴[image: image541.wmf]12

n

n

b

+=

，即[image: image542.wmf]1

-

n

n

a

a

=[image: image543.wmf]1

2

-

n

，∴[image: image544.wmf]2

1

(21)

n

n

n

a

a

-

=-

（[image: image545.wmf]nN

Î

），

逐项相乘得：[image: image546.wmf]n

a

=[image: image547.wmf]2
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-

[image: image548.wmf]2
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-
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×

n

L

，考虑到[image: image549.wmf]1

0

=

a

，

故 [image: image550.wmf]2222
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n

ì

ï

í

ï

î

=

=

-·-··-³

L

．
例4、若数列[image: image551.wmf]}

{

n

a

中，[image: image552.wmf]1

1

a

=

，[image: image553.wmf]n

S

是数列[image: image554.wmf]}

{

n

a

的前[image: image555.wmf]n

项之和，且[image: image556.wmf]n

n

n

S

S

S

4

3

1

+

=

+

（n[image: image557.wmf]1

³

），求数列[image: image558.wmf]}

{

n

a

的通项公式是[image: image559.wmf]n

a

.

解：由[image: image560.wmf]n

n

n

S

S

S

4

3

1

+

=

+

，得[image: image561.wmf]4

1

3

1

1

+

×

=

+

n

n

S

S

，令[image: image562.wmf])

1

(

3

1

1

l

l

+

=

+

+

n

n

S

S

，

则有[image: image563.wmf]2

=

l

，故[image: image564.wmf])

2

1

(

3

2

1

1

+

=

+

+

n

n

S

S

，∴数列{[image: image565.wmf]2

1

+

n

S

}是以[image: image566.wmf]3

2

1

1

=

+

S

为首项，3为公比的等比数列，∴[image: image567.wmf]2

1

+

n

S

=[image: image568.wmf]n

n

3

3

3

1

=

×

-

，∴[image: image569.wmf]1

3

1

-

=

n

n

S

，当n[image: image570.wmf]2

³

时，由[image: image571.wmf]1

nn

n

aSS

-

=-

（[image: image572.wmf]2

n

³

）

得[image: image573.wmf]12

1123

32

3238312

n

n

n

nnn

a

-

-×

=-=

-

--×+

，∴[image: image574.wmf]2

1                          (1)

23

   (2)

38312

n

n

nn

n

a

n

ì

ï

í

ï

î

=

=

-×

³

-×+

 ．
11、特征根法

（1）形如[image: image575.wmf]q

pa

a

n

n

+

=

-

1

（[image: image576.wmf]p

、[image: image577.wmf]q

是常数，且[image: image578.wmf]1

p

¹

，[image: image579.wmf]0

p

¹

，[image: image580.wmf]0

q

¹

）的数列

方法：令[image: image581.wmf]xpxq

=+

，解得[image: image582.wmf]1

q

p

x

-

=

，于是有[image: image583.wmf]1

()

11

nn

qq

apa

pp

-

+=+

--

………（*）
若[image: image584.wmf]1

1

q

a

p

=-

-

，则当[image: image585.wmf]2

=

n

时，由（*）式可得：
   [image: image586.wmf]=

2

a

[image: image587.wmf]1

()

11

qq

pa

pp

+-

--

=[image: image588.wmf]1

1

q

a

p

-=

-

，……，类推得[image: image589.wmf]=

n

a

[image: image590.wmf]1

q

p

-

-

．
若[image: image591.wmf]1

1

q

a

p

¹-

-

，则由（*）式知数列[image: image592.wmf]{}

1

n

q

a

p

+

-

是以[image: image593.wmf]1

1

q

a

p

+

-

为首项，公比为[image: image594.wmf]p

的等比数列，所以[image: image595.wmf]1

n

q

a

p

+=

-

[image: image596.wmf]1

()

1

n

q

ap

p

-

+×

-

，即 [image: image597.wmf]=

n

a

 [image: image598.wmf]1

()

1

n

q

ap

p

-

+×

-

[image: image599.wmf]1

q

p

-

-

．
例1、已知数列[image: image600.wmf]}

{

n

a

满足[image: image601.wmf]2

1

=

a

，[image: image602.wmf]1

2

1

1

+

=

-

n

n

a

a

（[image: image603.wmf]2

n

³

），求数列[image: image604.wmf]}

{

n

a

的通项公式．
解：令[image: image605.wmf]1

1

2

xx

=+

，得[image: image606.wmf]2

x

=

，由已知得[image: image607.wmf])

2

(

2

1

2

1

-

=

-

-

n

n

a

a

，∵[image: image608.wmf]2

1

=

a

，∴[image: image609.wmf]2

=

n

a

．
例2、已知数列[image: image610.wmf]}

{

n

a

满足[image: image611.wmf]2

1

=

a

，[image: image612.wmf]1

2

1

+

=

-

n

n

a

a

（[image: image613.wmf]2

n

³

），求数列[image: image614.wmf]}

{

n

a

的通项公式．
解：令[image: image615.wmf]21

xx

=+

，得[image: image616.wmf]1

x

=-

，由已知得[image: image617.wmf]1

12(1)

nn

aa

-

+=+

，由于[image: image618.wmf]1

11

a

=¹-

，∴有[image: image619.wmf]1

1

2

1

n

n

a

a

-

+

=

+

，故数列[image: image620.wmf]}

1

{

+

n

a

是以2为首项，2为公比的等比数列，∴[image: image621.wmf]1

2

2

1

-

×

=

+

n

n

a

，即[image: image622.wmf]1

2

-

=

n

n

a

．
（2）形如[image: image623.wmf]21

nnn

apaqa

++

=+

（[image: image624.wmf]p

、[image: image625.wmf]q

是常数，且[image: image626.wmf]1

p

¹

，[image: image627.wmf]0

p

¹

，[image: image628.wmf]0

q

¹

）的数列

    方法：令[image: image629.wmf]2

xpxq

=+

，若此方程有二异根[image: image630.wmf],

ab

，则可令[image: image631.wmf]1212

(,

nn

n

acccc

ab

=+

是待定常数），若此方程有二重根[image: image632.wmf]ab

=

，则可令[image: image633.wmf]1212

()(,

n

n

acnccc

a

=+

是待定常数），再利用[image: image634.wmf]1122

,,

amam

==

可求得[image: image635.wmf]12

,

cc

，进而求得[image: image636.wmf]n

a

．
例3、已知数列[image: image637.wmf]{}

n

a

满足[image: image638.wmf]1

2

a

=

，[image: image639.wmf]2

3

a

=

，[image: image640.wmf]*

21

32()

nnn

aaanN

++

=-Î

，求[image: image641.wmf]n

a

．

解：令[image: image642.wmf]2

32

xx

=-

，解得[image: image643.wmf]12

1,2

xx

==

，设[image: image644.wmf]12

12

nn

n

acc

=×+×

，

由[image: image645.wmf]112

212

22

43

acc

acc

=+=

ì

í

=+=

î

，得[image: image646.wmf]1

2

1

1

2

c

c

=

ì

ï

í

=

ï

î

，∴[image: image647.wmf]1

12

n

n

a

-

=+

．

例4、已知数列[image: image648.wmf]{}

n

a

满足[image: image649.wmf]*

1221

1,2,44()

nnn

aaaaanN

++

===-Î

，求[image: image650.wmf]n

a

．

解：令[image: image651.wmf]2

441

xx

=-

，解得[image: image652.wmf]12

1

2

xx

==

，令[image: image653.wmf](

)

12

1

2

n

n

acnc

æö

=+

ç÷

èø

，

由[image: image654.wmf]112

212

1

()1

2

1

(2)2

4

acc

acc

ì

=+´=

ï

ï

í

ï

=+´=

ï

î

，得[image: image655.wmf]1

2

4

6

c

c

=-

ì

í

=

î

，∴[image: image656.wmf]1

32

2

n

n

n

a

-

-

=

．

（3）形如[image: image657.wmf]1

n

n

n

AaB

a

CaD

+

+

=

+

（A，B，C，D为常数，且[image: image658.wmf]0,0

CADBC

¹-¹

）的数列

    方法：令[image: image659.wmf]AxB

CxD

x

+

+

=

，变形为[image: image660.wmf]2

()0

CxDAxB

+--=

，若方程有二异根[image: image661.wmf],

ab

，则可令[image: image662.wmf]1

1

nn

nn

aa

c

aa

aa

bb

+

+

--

=×

--

（[image: image663.wmf]c

为待定常数），则数列[image: image664.wmf]n

n

a

a

a

b

-

-

ìü

íý

îþ

是首项为[image: image665.wmf]1

1

a

a

a

b

-

-

，公比为[image: image666.wmf]c

的等比数列；若方程有二重根[image: image667.wmf]ab

=

，则可令[image: image668.wmf]1

11

nn

aa

c

aa

+

=

--

+

（[image: image669.wmf]c

为待定常数），则数列[image: image670.wmf]1

n

a

a

-

ìü

íý

îþ

是首项为[image: image671.wmf]1

n

a

a

-

，公差为[image: image672.wmf]c

的等差数列。然后代入[image: image673.wmf]12

,

aa

的值可求得[image: image674.wmf]c

值，于是可求得[image: image675.wmf]n

a


例5、已知数列[image: image676.wmf]{}

n

a

满足[image: image677.wmf]1

1

1

2

2,(2)

21

n

n

n

a

aan

a

-

-

+

==³

+

，求数列[image: image678.wmf]{}

n

a

的通项[image: image679.wmf]n

a

．

解：令[image: image680.wmf]2

21

x

x

x

+

=

+

，化简得[image: image681.wmf]2

220

x

-=

，解得[image: image682.wmf]12

1,1

xx

==-

，令[image: image683.wmf]1

1

11

11

nn

nn

aa

c

aa

+

+

--

=×

++

，

   由[image: image684.wmf]1

2

a

=

，得[image: image685.wmf]2

4

5

a

=

，可得[image: image686.wmf]1

3

c

=-

，∴数列[image: image687.wmf]1

1

n

n

a

a

ìü

-

íý

+

îþ

是以[image: image688.wmf]1

1

1

1

13

a

a

-

=

+

为首项，以[image: image689.wmf]1

3

-

为公比的等比数列，[image: image690.wmf]1

1

11

133

n

n

n

a

a

-

-

æö

=×-

ç÷

+

èø

，解得[image: image691.wmf]3(1)

3(1)

nn

n

nn

a

--

=

+-

．

例6、已知数列[image: image692.wmf]{}

n

a

满足[image: image693.wmf]*

11

21

2,()

46

n

n

n

a

aanN

a

+

-

==Î

+

，求数列[image: image694.wmf]{}

n

a

的通项[image: image695.wmf]n

a

．

解：令[image: image696.wmf]21

46

x

x

x

-

=

+

，即[image: image697.wmf]2

4410

xx

++=

，解得[image: image698.wmf]12

1

2

xx

==-

，令[image: image699.wmf]1

11

11

22

nn

c

aa

+

=+

++

，由[image: image700.wmf]1

2,

a

=

得[image: image701.wmf]2

3

14

a

=

，求得[image: image702.wmf]1

c

=

，∴数列[image: image703.wmf]1

1

2

{}

n

a

+

是以[image: image704.wmf]1

12

1

5

2

a

=

+

为首项，以[image: image705.wmf]1

为公差的等差数列，∴[image: image706.wmf]123

(1)1

1

55

2

n

nn

a

=+-×=-

+

，故[image: image707.wmf]135

106

n

n

a

n

-

=

-

．
点拨：令[image: image708.wmf]21

()

46

x

fx

x

-

=

+

，则方程[image: image709.wmf]21

46

x

x

x

-

=

+

的根，即为函数[image: image710.wmf]()

fx

的不动点（满足[image: image711.wmf]()

fxx

=

的值[image: image712.wmf]x

叫做函数[image: image713.wmf]()

fx

的不动点），因此，“特征根法”也叫“函数的不动点法”．

12、其它特殊方法：

（1）取对数法
例1、若数列{[image: image714.wmf]n

a

}中，[image: image715.wmf]1

a

=3且[image: image716.wmf]2

1

n

n

a

a

=

+

（n是正整数），则它的通项公式是[image: image717.wmf]n

a

=▁▁.

解  由题意知[image: image718.wmf]n

a

＞0，将[image: image719.wmf]2

1

n

n

a

a

=

+

两边取对数得[image: image720.wmf]n

n

a

a

lg

2

lg

1

=

+

，即[image: image721.wmf]2

lg

lg

1

=

+

n

n

a

a

，所以数列[image: image722.wmf]}

{lg

n

a

是以[image: image723.wmf]1

lg

a

=[image: image724.wmf]3

lg

为首项，公比为2的等比数列，[image: image725.wmf]1

2

1

1

3

lg

2

lg

lg

-

=

×

=

-

n

n

n

a

a

 ，即[image: image726.wmf]1

2

3

-

=

n

n

a

.
（2）循环法：数列有形如[image: image727.wmf]0

)

,

(

1

2

=

+

+

n

n

n

a

a

a

f

，

的关系，如果复合数列构不成等差、等比数列，有时可考虑构成循环关系而求出[image: image728.wmf]n

a

．

例2、已知数列[image: image729.wmf]{}

n

a

中，[image: image730.wmf]1

1

=

a

，[image: image731.wmf]1

23

nn

aan

+

+=+

，求[image: image732.png]


．

解：由[image: image733.wmf]1

23

nn

aan

+

+=+

，得[image: image734.wmf]21

2(1)3

nn

aan

++

+=++

，两式相减得[image: image735.wmf]2

2

nn

aa

+

-=

，即数列[image: image736.wmf]{}

n

a

的奇数项组成一个首项为1、公差为2的等差数列；偶数项组成一个首项为a2=4，公差为2的等差数列。∴a2n+1=1＋2(n－1)，a2 n=4＋2(n－1)，故a n=[image: image737.wmf]î

í

ì

+

是偶数

是奇数

n

n

n

n

,

2

,

．
注：此例中的数列为特殊形式，称为周期数列．这类数列曾多次出现在高考试题中，要注意把握．

例3、在数列[image: image738.wmf]}

{

n

a

中，[image: image739.wmf]1

1

a

=

，[image: image740.wmf]2

5

a

=

，[image: image741.wmf]21

n

nn

aaa

++

=-

，求[image: image742.wmf]2011

a

．

解：由条件[image: image743.wmf]32111

()

nn

nnnnn

aaaaaaa

+++++

=-=--=-

，即[image: image744.wmf]3

n

n

aa

+

=-

，[image: image745.wmf]63

n

nn

aaa

++

=-=

，

即每间隔6项循环一次，2011=6×335＋1，∴[image: image746.wmf]20111

1

aa

==

．

（3）作差法

例4、在数列[image: image747.wmf]}

{

n

a

中，[image: image748.wmf]1

1

a

=

，[image: image749.wmf]2

123

23(1)

n

aaanann

++++=-+

L

，求[image: image750.wmf]n

a

．

解：由[image: image751.wmf]2

123

23(1)

n

aaanann

++++=-+

L

，得[image: image752.wmf]2

1231

23(1)(2)1

n

aaanann

-

++++-=-+-

L

，

两式相减，得[image: image753.wmf]66

n

nan

=-+

，∴[image: image754.wmf]1           (=1)

66

 (2)

n

n

a

n

n

n

ì

ï

=

-

í

³

ï

î

．

例5、已知数列[image: image755.wmf]{}

n

a

满足[image: image756.wmf]11231

123(1)(2)

nn

aaaaanan

-

==++++-³

L

，

，求[image: image757.wmf]n

a

．

解：由[image: image758.wmf]1231

23(1)(2)

nn

aaaanan

-

=++++-³

L

，

得[image: image759.wmf]11231

23(1)

nnn

aaaanana

+-

=++++-+

L

，两式相减，得[image: image760.wmf]1

nn

n

aana

+

-=

，

即[image: image761.wmf]1

1(2)

n

n

a

nn

a

+

=+³

，所以[image: image762.wmf]13

222

122

!

[(1)43]

2

nn

n

nn

aaa

n

aannaa

aaa

-

--

=××××=-××´=

LL

，

又由已知，得[image: image763.wmf]212

2

aaa

=+

，则[image: image764.wmf]21

1

aa

==

，代入上式，得[image: image765.wmf]!

1345

2

n

n

an

=×××××=

L

，

所以，[image: image766.wmf]{}

n

a

的通项公式为[image: image767.wmf]1     (1)

!

  (2)

2

n

n

a

n

n

=

ì

ï

=

í

³

ï

î

．

（4）作商法

例6、在数列[image: image768.wmf]}

{

n

a

中，[image: image769.wmf]1

1

a

=

，对所有的[image: image770.wmf]2

n

³

，都有[image: image771.wmf]2

123

n

aaaan

····=

L

，求[image: image772.wmf]n

a

．

解：∵[image: image773.wmf]2

123

n

aaaan

····=

L

，∴[image: image774.wmf]2

1232

(1)

n

aaaan

-

····=-

L

，故当[image: image775.wmf]2

n

³

时，两式相除，得[image: image776.wmf]2

2

(1)

n

n

a

n

=

-

，∴[image: image777.wmf]2

2

1           (=1)

 (2)

(1)

n

n

a

n

n

n

ì

ï

=

í

³

ï

-

î

．

（5）换元法
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点拨：该题条件新颖，给出的数据比较特殊，两条件做加法、减法后恰好能构造成等差或等比数列，从而可通过解方程组很顺利求出{[image: image856.wmf]n
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（7）构造函数求解：对于某些较复杂的递推式，通过分析结构，联想到与该递推式结构相同或相近的函数，构造函数求解．
例11、在数列
中，
，求通项[image: image888.wmf]n

a

．
分析：题中所给递推式与公式
相似，故可构造函数求解．
解：设
，则
，同理，
，
，…，即[image: image889.wmf]00
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，下面用数学归纳法加以证明（证明略）．
由于
即
，解得
，于是

．
总结：数列是函数概念的继续和延伸，数列中数的有序性是数列定义的灵魂，要注意辨析数列中的项与数集中元素的异同，因此在研究数列问题时既要注意函数方法的普遍性，又要注意数列方法的特殊性．从上述各题构建新数列的过程中，可以看出对题设中递推式的观察、分析，并据其结构特点进行合理变形，是成功构建新数列的关键．构建新数列的目的是为了化繁为简、化未知为已知、化不熟悉为熟悉，这也是解答数学问题的共性之所在．
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6、根据市场调查结果，预测某种家用商品从年初开始的n个月内累积的需求量Sn（万件）近似地满足关系式Sn=[image: image926.wmf]90
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